Полумодулярные и дезарговы многообразия полугрупп: запрещенные подмногообразия by Верников, Б. М.
УДК 512.532.2
Б . М . В е р н и к о в
П О Л У М О Д У Л Я Р Н Ы Е  И  Д Е З А Р Г О В Ы  М Н О Г О О Б Р А З И Я  
П О Л У Г Р У П П : З А П Р Е Щ Е Н Н Ы Е  П О Д М Н О Г О О Б Р А З И Я *
В в ед ен и е
В работе [1] М. В. Волковым бвшо анонсировано полное описание много­
образий полугрупп с модулярной решеткой подмногообразий. Д оказатель­
ство этого результата «по модулю ниль-случая» опубликовано в работах 
[2-5]. Доказательство в ниль-случае подробно изложено только в [б].
Д анная работа является первой в цикле из трех статей, в которв1х рассма­
триваются многообразия полугрупп, решетки подмногообразий которв1х удо­
влетворяют нескольким естественники условиям, в некотором смысле близ­
ким к модулярности. Одним из важнв1х обобщений модулярности является 
условие полумодулярности (см., например, недавнюю монографию [7], а так­
же гл. 4 в [8] или гл. 3 в [9]). Наш интерес к рассмотрению этого условия 
применительно к реш еткам многообразий полугрупп усиливается тем обсто­
ятельством, что полумодулярность возникает при рассмотрении некоторых 
других ограничений на полугрупповые многообразия (см., например, [10]). 
Мы дадим полное описание многообразий полугрупп со (слабо) полумоду- 
лярной вверх или (слабо) полумодулярной вниз решеткой подмногообразий. 
В частности, будет показано, что в реш етках многообразий полугрупп сла­
бая полумодулярность вверх, полумодулярность вверх и модулярность экви­
валентны, а слабая полумодулярность вниз и полумодулярность вниз экви­
валентны меж ду собой, но не эквивалентны модулярности.
Еще одно рассматриваемое нами условие является усилением модуляр­
ности. Речь идет о тождестве дезарговости. Н аряду с дистрибутивностью 
и модулярностью, дезарговость относится к числу наиболее известных и 
важ ны х решеточных тождеств (см., например, [8 , 11]). Известно, что вся­
кая  дезаргова реш етка модулярна, причем в решетке многообразий решеток 
интервал меж ду многообразием всех дезарговых решеток и многообразием 
всех модулярных решеток континуален. Тождество дезарговости появля­
лось в ряде работ, посвященных реш еткам многообразий полугрупп (см..
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например, [5,12-15]. Многообразия, рассматривавшиеся в работах [5,12-14], 
имеют индекс ^  2 в том смысле, что все ни лъпо л у гр у ппът в них нильпо- 
тентнв1 индекса ^  2. Из результатов работ [2-5] и их доказательств легко 
вв1текает, что реш етка подмногообразий произвольного многообразия индек­
са ^  2 дезаргова тогда и только тогда, когда она модулярна. Вопрос о том, 
справедлива ли указанная эквивалентность д л я  произвольного многообра­
зия полугрупп целиком сводится в этих работах к случаю многообразий 
нильполугрупп. Одним из основных результатов данного цикла работ явл я­
ется положительный ответ на этот вопрос. С учетом упомянутого ввпне ре­
зультата М. В. Волкова это дает полное описание многообразий полугрупп 
с дезарговой решеткой подмногообразий.
В процессе доказательства указаннв1х результатов мв1 дадим полное опи­
сание многообразий нильполу групп с модулярной решеткой подмногообра­
зий. При этом будет показано, что в реш етках комбинаторнв1х многообразий 
полугрупп (б частности, в реш етках нильмногообразий) модулярность экви­
валентна н еко то р в т  существенно более сильным решеточным тождествам, 
чем дезарговость.
Описание многообразий полугрупп с полумодулярной решеткой подмно­
гообразий было анонсировано в [16], а описание многообразий полугрупп с 
дезарговой решеткой подмногообразий — в [17].
Во всех трех работах цикла принята сквозная нумерация параграф ов. В 
§1 приводятся необходимые определения и обозначения и формулируются 
основные результаты  работы. Доказательству этих результатов посвящены 
§§2-4 и 6. Более подробно содержание каждого из этих параграф ов охарак­
теризовано в конце §1. В §5 воспроизводятся результаты  работ [18,19], необ­
ходимые д л я  той части доказательства, которая излагается в §6. Н астоящ ая 
статья содержит §§1 и 2. Во вторую статью цикла, написанную М. В. Волко­
вым и публикуемую в этом же выпуске ж урнала, входят §§3 и 4, а в третью 
статью, которая будет опубликована позже, — §§5 и 6.
1 . П р е д в а р и т е л ь н ы е  с в ед ен и я  и ф о р м у л и р о в к и  р е зу л ь т а т о в
Через Бп будем обозначать группу перестановок множества { 1 ,2 , . . . ,  тг}. 
Подгруппу группы порожденную перестановкой тг Е 8 П, будем обозна­
чать через ^г{тг} • Зафиксируем обозначения д л я  трех конкретных подмно­
жеств группы 84:
Щ =  {(123), (124), (134), (234), (12)(34), (13)(24), (14)(23)};
П2 =  {(123),(124),(134),(234),(12)(34),(13)(24)>;
П3 =  {(123), (124), (134), (234),(12)(34)}.
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Многообразие полугрупп назы вается перестановочным , если оно удовле­
творяет нетривиальному перестановочному  тождеству, т.е. тождеству вида
Х \ Х  2 * * * Х п  — X İ7T 3?27г * * * &П7Г
дл я  некоторой нетривиальной перестановки тг E Sn . Число п называется 
длиной этого тождества.
Напомним, что полугруппа назы вается вполне регулярной , если она явл я­
ется объединением групп. Многообразие назы вается вполне регулярным , 
если оно состоит из вполне регулярных полугрупп. Многообразие полугрупп 
V назы вается многообразием индекса п (где п — натуральное число), если 
все нильполугруппы из V нильпотентны индекса ^  гг, причем п — наи­
меньшее число с таким свойством. Многообразие, содержащее полугруппу, 
нильпотентную степени > гг, будем называть многообразием индекса > гг.
Как хорошо известно, произвольное многообразие полугрупп конечного 
индекса является периодическим, т.е. состоит из периодических полугрупп. 
Д алее, легко понять, что всякое периодическое многообразие полугрупп V 
содержит наибольшее групповое подмногообразие, наибольшее вполне ре­
гулярное подмногообразие и наибольшее нильподмногообразие. Мы будем 
обозначать три последних многообразия через Gr(V), CR(V) и Nil(V) соот­
ветственно. Через 5 1 мы будем обозначать полугруппу, получаемую внеш­
ним присоединением единицы к полугруппе 5, а через N il^V ) — многообра­
зие, порожденное всеми полугруппами вида İV1, где N  пробегает множество 
всех нильполу групп из V (если V не содержит полугрупп указанного вида, 
то N il^V ) — тривиальное многообразие).
Как обычно, через E(V) обозначается реш етка подмногообразий много­
образия V, через var Е — многообразие полугрупп, заданное системой то­
ждеств Е, а через var 5  — многообразие полугрупп, порожденное полугруп­
пой 5. Мы используем такж е общепринятое обозначение и =  0 д л я  записи 
системы тождеств uw = wu = гг, где w пробегает множество всех полу груп­
повых слов.
В дальнейшем нам придется иметь дело с большим числом конкретных 
многообразий полугрупп. Приведем здесь список обозначений д л я  этих мно­
гообразий:
А п = var{ х пу =  у, ху  =  у х }, где п — натуральное число и п > 1;
В — v a r{ r2 =  х };
С =  v a r{ r2 =  г 3, ху  — ух};
Со =  v a r{ r2 =  0, ху  =  ух};
C S A p = var{ х 2ух  =  х у х 2, х (у х )р = ж}, где р — простое число;
CZJA — var{x y z  =  х 2 =  0 , ху  =  ух};
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C1ZB — уаг{ж2 = ж, жуж — х у };
CSAfB  =  у з х { х 2 = ж, жу;? =  жу;?ж;?};
С2  =  уаг{жу = ж};
С2Л4  =  var^y ;?  =  жу};
Л4 з =  \гаг{жуг =  ж2 =  0};
Л^4 = var{ x y z t  — х 3 =  0 , жу =  у х , жуж = ужу};
4[(12)] =  var{ x y z t  — х 2у — 0 , x y z  — y x z , х у х  — ужу};
М \ [ ( Щ  =  уаг{жу^^ =  ж2 =  0, жу;? = ;?уж, жуж = ужу};
Aİ4[(23)] =  var{ x y z t  =  х у 2 — 0 , жу;? =  ж;?у, жуж = ужу};
Л42[(12)] =  var{ x y z t  — х у х  =  0 , жу;? =  уж;?, ж2у = у2ж};
Л42[(13)] =  vax{xyzt  =  жуж = 0, жу;? =  ;?уж, ж2у = жу2};
Л42[(23)] =  var{ x y z t  =  жуж = 0, жу;? =  ж;?у, х у 2 — уж2};
=  var {ж2 у =  жуж = уж2 = 0};
Т7 = v a r ^ y  = ж2у, ж2у2 = у2ж2};
V* =  var{жy = жу2, ж2у2 = у2ж2};
Q = v a r ^ y  = ж2у, жу;?2 = уж;?2, жуж = уж2};
Q* =  var{жy = жу2, ж2у;? =  ж2;?у, жуж = ж2у};
7777В = var{ж2 = ж, жуж = уж};
TlSAfB  =  var^ 2 = ж, жу;? =  ж;?жу;?};
772 = var{жy = у};
772Л4 = var^y ;?  =  yz};
S İ  =  var{j?î/ =  (.гг/)2};
5 £  =  var{j?2 =  х, х у  =  г/а?};
T  = v a r ^  =  у};
2 Л1 = var {ж у = 0}.
Д алее эти обозначения используются без специальных оговорок.
Т акж е без специальных оговорок мы будем использовать тот общеиз­
вестный факт, что многообразия где р — простое число, £ 2 ,  772, 5 £ ,  
2Л4  и только они являю тся минимальными нетривиальными многообрази­
ями полугрупп (см., например, [20]).
Говорят, что элемент ж решетки (L; V,A) покрывает элемент у этой ре­
шетки, если у < ж и не существует элемента ;? такого, что у < ;? < ж. Реш етка 
L  назы вается (слабо) полу модулярной вверх , если д л я  любых ж, у E L  из то­
го, что ж покрывает ж Л у (соответственно, ж и у покрывают ж Л у) вытекает,
19
2002 Известия УрГУ № 22
что х  V у покрывает у . Двойственно определяются (слабо) полу модулярные  
вниз решетки.
Многообразия полугрупп с модулярной решеткой подмногообразий бу­
дем д л я  краткости называть модулярными . В аналогичном смысле мы бу­
дем говорить о (слабо) полу модулярных вверх , (слабо) полу модулярных вниз  
и дезарговых многообразиях.
М одулярные многообразия полугрупп охарактеризованы в [б] тремя спо­
собами: на языке тождеств, на язы ке структурных свойств полугрупп и на 
язы ке «запрещенных подмногообразий». Следуя терминологии, предложен­
ной в обзоре [21], мы будем называть эти три способа описания многообразий 
с некоторым свойством эквациональным , структурным  и индикаторным  
описанием соответственно. Воспроизведем указанные результаты  из [б].
Т е о р е м а  1 (э к в а ц и о н а л ь н ы й  в а р и а н т ) . Многообразие полугрупп моду- 
лярно тогда и только тогда, когда оно удовлетворяет одной из следующих
систем тождеств (где п — натуральное число):
ху  =  (х у ) п+1; ( т 1)
ху  =  жи+1у, (х у )п+1 =  жуи+1, хуг1  =  х у х пгЛ; (то2)
ху  =  х у п+1, (х у )п+1 =  х п+1у , жуг£ =  ху1пг1; (теЗ)
Ж1Ж2Ж3Ж4 =  Х1„Х2ПхзпХ4„, х 2у =  х у х  =  у х 2 =  х п+2у (7Г Е Щ ) ;  ( т е 4 )
Х \ Х 2 Х 3 Х 4 = Х 4п Х 2 п Х 3 п Х 4 п , Х 2 у  =  Х у Х  =  у Х 2 , Х 3 у г  =  Х у 3 г , Х 6 =  Х 7  ( 7Г Е П 1 ) ;  ( т е 5 )
Ж 1 Ж 2 ж 3 ж 4  =  х 4 „ х 2 „ х 3 п х 4 „ ,  х 2 у  =  х у х  =  у х 2 , х 2 у 2 г  =  х у 2 г 2  ( 7 Г  Е Щ ) ;  (тоб )
х 1 х 2 х 3 х 4  = х 1 „ х 2 „ х 3 „ х 4 „ ,  х 2 у  =  х у х  =  у х 2 , х 3 у г  =  х у 2 г 2  (7Г Е Щ ) ;  ( т о 7 )
Ж 1 Ж 2 Ж 3 Ж 4  =  Х 4 „ Х 2 „ Х 3 п Х 4 „ ,  х 2 у  =  х у х ,  х у 2  =  у х 2  ( 7 Г  Е П 1 ) ;  ( т о 8 )
Ж 1 Ж 2 ж 3 ж 4  =  х 1 п Х 2 П х 3 п х 4 п , х 2 у  =  у 2 х , х у 2  =  у х у  ( п  £  П 1 ) ;  ( т е 9 )
Ж1Ж2ж3ж4 =  Ж17ГЖ27ГЖ37Г^ 47Г, ж2У =  у х у ,  х у 2  =  у ж 2 (7Г Ё П 1 ) ;  ( т о Ю )
7271^ 72^ 3 ^ 4  =  Х 1 7Г Х 2 7Г Х з 7Г Х 4 7 Г , Х 2 у  =  у 2  X , Х у 2  =  Х у Х  ( 7Г Е П 1 ) ;  ( т о 11)
Х 4 Х 2 Х 3 Х 4  =  х 1 „ х 2 „ х 3 п х 4 „ ,  х 2 у  =  х у 2 , х у х  =  у х у  ( 7 Г  Е П 1 ) ;  ( т о 12)
Ж1Ж2Ж3Ж4 =  Ж17га727гЖ37Г^47Г) Х 2 у  =  у ж у  =  у ж 2  ( 7 Г  Е Щ ) ;  ( т 13)
Ж1Ж2Ж3Ж4 =  Ж17ГЖ27ГЖ37ГЖ47Г, х 2 у  =  жуж =  х у 2 , х 4 у  = у х 4 (тг Е Щ ) ;  ( т о 14)
Ж1Ж2Ж3Ж4 =  х 17, х 2 „ х 3 п х 4 „ ,  х 2 у  = у х у  =  х у 2 , X4 у  = у х 4  (7Г Ё П 1 ) ;  ( т о 15)
Ж1Ж2Ж3Ж4 =  Х 1 п Х 2 п Х 3 п Х 4 п , х 2 у  =  у 2 X ,  Х у Х  =  Х 2 у Х ,  X З у  =  у х 3  ( 7Г Е П 1 ) ;  ( т о 1б)
Ж1Ж2Ж3Ж4 =  х 1 7Г Х 2 т г х Зтгх4п, х у 2 =  у х 2, х у х  =  х у х 2, х Зу =  у х 3 (тг Е П 1 ) ;  ( т о 17)
Ж1Ж2Ж3Ж4 =  Ж17ГЖ27Гж37ГЖ47Г, ж2у =  х 3у, х у х  = уху,  х Зу =  у х 3 ( 7Г Е Щ ) ;  ( т о 18)
Ж1Ж2Ж3Ж4 =  Ж17ГЖ27ГЖ37ГЖ47Г, ж у2 =  х у 3, х у х  =  уху,  х  Зу =  у х 3 ( 7Г Е П 1 ) ;  ( т о 19)
Ж1Ж2Ж3Ж4 =  Х 1п Х 2 „ Х 3 п Х 4 п , х 2у = у х 2, х у х  =  уху  (7Г Ё П 2 ) ;  ( т о 20 )
х у г 1 =  1гух ,  ж2у =  у х 2, х у х  =  уху,  ж2уг  =  у2г ж; (то21)
х у г 1 =  1гух ,  ж2у =  у х 2, х у х  =  у ж у ,  ж2 у г  =  угух;  (то22)
жу;г£ =  1гух ,  х 2у =  у ж 2 , х у х  =  уху,  х у х г  =  угух;  ( т о 23 )
Ж1Ж2Ж3Ж4 =  Ж17Гж27гЖз7Гж47Г, ж2у =  ж3 у, х у 2 =  у ж 2 , ж3 у =  у ж 3 ( 7Г Е П 3 ) ;  ( т о 24 )
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х 1 х 2 х 3 х 4 = х 4„х2 „х 3 пх 4„, х 2у =  у 2 х, х у 2 =  х у 3, х 3у = у х 3 (я- € П 3 ) ;  ( т 25 )
х у г 1 — г 1ху, х 2у =
со х у 2 = у х 2, х у х г  =  ухгх ; (ш26)
х у г 1 — г!ху) х 2у = х 3 у, х у 2 = у х 2, х у х г  — ухуг; (т2 7 )
х у г 1 — г!ху) 2% У = Л У, х у 2 = у х 2, х у г у  — х гуг ; (т2 8 )
х у г 1 — г!ху) 2% У = У2 Х, х у 2 = х у 3, х у х г  — ухгх ; (т2 9 )
х у г 1 — г 1ху, х 2у = у2 х, х у 2 = х у 3, х у х г  =  ухуг; (шЗО)
х у г 1 — г 1х у , х 2у = у2 х, х у 2 = х у 3, х у г у  =  хгуг ; (ш31)
х у г 1 — 1г у х , х 2у = Л у , х у 2 = у х 2, х у х г  =  ху гх ; (ш32)
х у г 1 — 1гуХ) х 2у = Л у х у 2 = у х 2, х у х г  — ухгу; (шЗЗ)
х у г 1 — 1гуХ) х 2у = Л у , х у 2 = у х 2, х у х г  — гхуг ; (ш34)
х у г 1 — 1гуХ) х 2у = Л у , х у 2 = у х 2, х у х г  — угух; (ш35)
х у г 1 — 1г у х , х 2у = Л у , х у 2 = у х 2, х у г х  =  ухгу; (ш36)
х у г 1 — 1г у х , х 2у = У2 х, х у 2 = х у 3, х у х г  =  ху гх ; (ш37)
х у г 1 — 1г у х , х 2у = У2 х, х у 2 = х у 3, х у х г  =  ухгу; (ш38)
х у г 1 — 1гуХ) х 2у = У2 х, х у 2 = х у 3, х у х г  — гхуг ; (ш39)
х у г 1 — 1гуХ) х 2у = У2 х, х у 2 = х у 3, х у х г  — угух; (ш40)
х у г 1 — 1г у х , х 2у = у2 х, х у 2 = х у 3, х у г х  =  ухгу; (ш41)
х у г 1 — у х 1г , х 2у = У2 х, х у 2 = {ху) 2 .> (ш42)
х у г 1 — ух!г^ 2X У = Щ ) 2 ,ХУ 2 = ух 2 . (ш43)
х у г 1 — г!ху) 2% У = у2 х, х у 2 = {ху) 2, х у х г  — ухгх ; (ш44)
х у г 1 — г 1ху, х 2у = {ху) 2, х%г2 =  ух 2, х у х г  =  ухгх ; (ш45)
х у г 1 — 1г у х , х 2у = у2 х, х у 2 = {ху) 2, х у г х  =  ухгу; (ш46)
х у г 1 — 1гуХ) х 2у = {ху) 2, х у 2 = ух 2, х у г х  — у х г у . (ш47)
Т е о р е м а  1 (с т р у к т у р н ы й  в а р и а н т ) . Многообразие полугрупп V моду-
лярно тогда и только тогда, когда выполнено одно из следующих условий:
М 1) квадрат всякой полугруппы из V — вполне регулярная полугруппа;
М2) V =  V  V £, где V  — одно из многообразий V  и <2, а £ — вполне 
регулярное многообразие такое, что множество всех идемпотентов  
произвольной полугруппы 5  Е £ образует подполугруппу в 5 , удовле­
творяющую тождеству х у г  — ху хг ;
М3) V =  ТУ* V £*, где V * — одно из многообразий V* и <2*, а Г  — вполне 
регулярное многообразие такое, что множество всех идемпотентов  
произвольной полугруппы 5  Е £* образует подполугруппу в 5 , удовле­
творяющую тождеству х у г  — х гуг ;
М4) V =  А Ч К У М ,  где Л  — многообразие периодических абелевых групп, К 
— одно из многообразий С, БС и Т ) а Л4 удовлетворяет системе то­
ждеств х 2у = х у х  = у х 2 =  0, х 1Х2 Х3 Х^ =  ж17Г(2?27г^37г^47г Зля некоторой 
перестановки тг Е П 1 /
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М5) V =  Т У Я ,  где Т  — одно из многообразий БС и Т ,  о, N  — многообразие 
нилъполугрупп, удовлетворяющее одной из систем тождеств  (ш 5)- 
(ш47).
Т е о р е м а  1 (и н д и к а т о р н ы й  в а р и а н т ) . Многообразие полугрупп модуляр-  
но тогда и только тогда, когда оно не содержит:
Л )  многообразий вида <2 V X  и Об V X * , где X  — одно из многообразий 
СБАр, СБЫВ, 7171В и Н Е М ,  а X* — одно из многообразий СБАр, 
С Н В , С Е М  и 1 г в М В ;
32) многообразий вида М з  УУ, где У  — либо минимальное неабелево мно­
гообразие периодических групп, либо одно из многообразий СЕ, Н Е ,  7> 
и Т У
73) многообразий вида М У  Е,  где М  — одно из многообразий М \ ,  Л4 ^[7г] 
где 7Г — транспозиция из вз, а Е  — одно из многообразий 
А р, где р — простое число, и С;
14) многообразий, заданных одной из следующих систем тождеств:
x y z t  — х 2у =  0; т
хух1 — х у 2 =  0; №
хух1 — х у х  — 0; т
хуг1 — х 3 = 0, х 2у =  х у 2; Щ )
ху%1 — х 3 =  0, х 2у = уху; б'5)
хух1 — х 3 =  0, х у 2 =  хух; 0‘6)
хух1 — х 3 =  0, х 2у =  у2х , х у 2 =  у х 2, ху х = т
хух1 — х 3 =  0, х у г  =  ухг; т
хуг1 — х 3 — 0, х у г  — гух; Щ )
ху%1 — х 3 — 0, х у г  =  хгу; О'ю)
X\Х‘2 • • . х$ =  х 2 =  ж у ж = 0, хуг1 — ухг1; О'п)
X\Х2 ‘ ‘ . х 5 — х 2 — х у х  — 0, хуг1 — гух1; 0*12)
Х1Х2 • •  ^х^ — х 2 — х у х  — 0, хуг1 — 1угх; 013)
X\Х‘2 • • . х % — х 2 — х у х  — 0, хуг1 — хгу1; 0*14)
X\Х‘2 ‘ ‘ . х % — х 2 =  х у х  =  0, ху%1 — х1гу; 0*15)
X\Х2 ‘ ‘ . х 5 =  х 2 =  ж у ж = 0, хуг1 — ху1г; 0*16)
X\Х2 ‘ ‘ • =  х 2 = 0, =: г1ху; 0'17)
X\Х‘2 ‘ ‘ • =  ж2 =  0, хуг1 —- 1гух, х у х г  = хгх у ; 0*18)
X \ Х ‘2 ‘ ‘ • =  х 2 =  0, =: 1гух ,  х у х г  = ухуг; 0*19)
X \ Х ‘2 ‘ ‘ • =  ж2 =  0, х у г 1 —: 1гух ,  х у х г  = гугх ; 0*20)
Х \ Х 2 • • • х % =  ж3 =  0, =: 1;гух, х 2у =  у х 2, х у х  = 0'21)
X \ Х ‘2 • • • =  х 4 =  ж3 у2 = 0 , ху  -  ух. 0*22)
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Ясно, что многообразия, перечисленные в индикаторном варианте тео- 
ремв1 1 немодулярнът, но все их собственные подмногообразия модулярнвт. 
Многообразия с таким свойством назв1ваю тся почти модулярными . Отме­
тим, что множество всех почти модулярнв1х многообразий полугрупп кон­
тинуально. Это ввггекает из п. 72) индикаторного варианта теоремв1 1 и того 
ф акта, что существует континуум минимальных неабелевых многообразий 
периодических групп [22].
Основными результатами работы являю тся следующие две теоремы.
Т еор ем а  2. Д л я  многообразия полугрупп V следующие условия эквива­
лентны:
а) решетка слабо полумодулярна вверх;
б) решетка полумодулярна вверх;
б) решетка модулярна;
г) решетка дезаргова.
Т еор ем а  3. Д л я  многообразия полугрупп V следующие условия эквива­
лентны:
а) решетка слабо полумодулярна вниз;
б) решетка полумодулярна вниз;
б) V удовлетворяет либо одной из систем тождеств  ( т 1 ) - ( т 1 5 ) ,  
( т 2 0 ) - (т 2 3 )  (где п — натуральное число), либо одной из следующих  
систем тождеств:
х 4х 2х 3х 4 = х 4пх 2„х3пх 4„, х 2у =  у2х, х у х  =  уху  ( 7Г £ Щ ); (£1)
х 4х 2х 3х 4 =  х 1пх 2„х3пх 4„, х у 2 = у х 2, х у х  = уху  (7Г Ё Щ ); (£2)
х 4х 2х 3х 4 =  х 47Гх 27Гх 37Гх 47Г, х 2у = у2х, х у 2 =  у х 2 (7Г Ё Пз); (£3)
х у г 1 — г 1ху,  х 2у = у 2 х , х у 2 = у х 2, х у х г  = у хгх ;  (/4)
х у г 1 =  гЛху, х 2у =  у 2 х , х у 2 =  у х 2, х у х г  =  ухуг;  (/5)
хугЛ — гЛху, х 2у = у 2 х , х у 2 = у х 2, х у г у  = х гу г ;  (/б)
х у г 1 — 1гух,  х 2у — у 2 х , х у 2 — у х 2, х у х г  — х у гх ;  (£7)
х у г 1 — 1гух,  х 2у — у 2 х , х у 2 — у х 2, х у х г  =  ухгу;  (/8 )
х у г 1 — 1гух,  х 2у — у 2 х , х у 2 — у х 2, х у х г  — гх у г ;  (/9)
хугЛ — 1гух,  х 2у = у 2 х , х у 2 = у х 2, х у х г  = угух;  ( /10)
хугЛ — 1гух,  х 2у = у 2 х , х у 2 = у х 2, х у г х  = ухгу;  (^И)
г) выполнено либо одно из условий  М1)-М4) структурного варианта те­
оремы 1, либо условие
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L5) V = T  V Ы  i где Т  — одно из многообразий S  С и Т,  а Ы  — мно­
гообразие нилъполугрупп, удовлетворяющее одной из систем то­
ждеств  (m 5)-(m l5 ), (га20)-(га23),
д) V не содержит многообразий, указанных в пп . J 1)—J3) индикаторно­
го варианта теоремы 1, и многообразий, заданных системами то­
ждеств ( j l ) - ( j 6 ), ( j 8 ) - ( j 2 2 ).
Мы видим, что класс всех (слабо) по л у модулярных вниз многообразий 
шире класса модулярных многообразий. Однако сравнение условия д) тео­
ремы 3 с индикаторным вариантом теоремы 1 показывает, насколько узок 
«зазор» меж ду этими двум я классами: континуальное множество почти мо­
дулярных многообразий содержит ровно одно многообразие (а именно, мно­
гообразие var(j7)), являю щ ееся слабо по л у модулярным вниз. Иными слова­
ми, справедливо
С л е д с тв и е  1 .1 . Д л я  многообразия полугрупп  V, не содержащего много­
образие var(J7), следующие условия эквивалентны:
а) решетка  L(V) слабо полумодулярна вверх;
б) решетка  L(V) слабо полумодулярна вниз;
в) решетка  L(V) полумодулярна вверх;
г) решетка  L(V) полумодулярна вниз;
д) решетка  L(V) модулярна;
е) решетка  L(V) дезаргова.
В частности, шесть условий, перечисленных в следствии 1.1, эквивалент­
ны д л я  коммутативных многообразий (отметим, что этот ф акт был анонси­
рован еще в [23]) и д л я  многообразий индекса ^  2. Последнее дает поло­
жительный ответ на вопрос 3.96) из «Свердловской тетради» [24]. Отметим 
еще, что теоремы 2 и 3 решают задачу 3.9а) из «Свердловской тетради».
Из доказательства теоремы 2 вы текает еще одно весьма неожиданное 
следствие. Чтобы сформулировать его, нам понадобятся некоторые опре­
деления и обозначения. Напомним, что многообразие полугрупп назы вает­
ся комбинаторным , если оно не содержит нетривиальных групп. Ясно, что 
всякое многообразие нильполугрупп комбинаторно. Оказывается, что в ре­
ш етках подмногообразий комбинаторных многообразий модулярность экви­
валентна некоторым существенно более сильным тождествам, чем дезарго- 
вость. Обозначим через М 4д решетку, изображенную на рис. 1, а через М ^з 
— многообразие, порожденное этой решеткой. Отметим, что реш етка М 4д 
дезаргова.
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Рис. 1. Решетка М^з
Легко понять, что многообразие М 4)з имеет всего семь подмногообра­
зий. С другой стороны, хорошо известно, что многообразие всех модулярных 
решеток имеет континуум подмногообразий (см., например, [8 , 11]). Тем не 
менее, справедливо
С л е д с тв и е  1 .2 . Решетка подмногообразий комбинаторного многообразия 
полугрупп модулярна тогда и только тогда, когда она принадлежит мно­
гообразию М 4(3.
Доказательство следствия 1.2 будет дано в §6 (в третьей статье цикла).
Мы будем доказывать теоремы 2 и 3 параллельно и фактически можно 
говорить об их едином доказательстве. В §2 мы покажем, что слабо по л у мо­
дулярное вверх (вниз) многообразие не содержит ни одного из многообразий, 
перечисленных в индикаторном варианте теоремы 1 (соответственно, в усло­
вии д) теоремы 3). В §3 доказы вается импликация д) — > г) теоремы 3, а так­
же устанавливается, что слабо по л у модулярное вверх многообразие долж ­
но удовлетворять одному из условий структурного варианта теоремы 1. §4 
посвящен проверке импликации г) — > в) теоремы 3 и доказательству то­
го, что в слабо полумодулярном вверх многообразии выполняется одна из 
систем тождеств эквационального варианта теоремы 1. Наконец, в §6 до­
казы вается импликация в) — > б) теоремы 3 и дезарговость многообразий, 
удовлетворяющих одной из упомянутых систем тождеств. Этого достаточно 
д л я  доказательства как теорем 2 и 3, так и всех трех вариантов теоремы 1.
2 . И н д и к а т о р н о е  оп и сан и е: н ео б х о д и м о сть
В этом параграф е доказывается, что слабо по л у модулярное вверх (вниз) 
многообразие не содержит ни одного из многообразий, перечисленных в ин­
дикаторном варианте теоремы 1 (соответственно, в условии д) теоремы 3).
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Поскольку классы всех слабо по л у модулярных вверх и всех слабо по л у мо­
дулярных вниз многообразий замкнуты относительно взятия подмногообра­
зий, д л я  этого достаточно установить, что все многообразия, указанные в 
индикаторном варианте теоремы 1, за исключением var(}7), не являю тся 
ни слабо по л у модулярными вверх, ни слабо по л у модулярными вниз и что 
многообразие var(}7) не является слабо по л у модулярным вверх.
П араграф  делится на пять пунктов. В п. 2.1 указана общая схема про­
верки того, что интересующие нас многообразия не являю тся слабо полу- 
модулярными вверх (вниз). Эта схема реализована в пп. 2.2, 2.3 и 2.4 д ля  
многообразий из пп. J l ) ,  J 2) и J3) индикаторного варианта теоремы 1 соот­
ветственно. В п. 2.5 доказаны  нужные нам свойства многообразий из п. J4).
Отметим, что в пп. 2.1- 2.4 мы опираемся на технику, развитую в работах 
[2,4], а в п. 2.5 — на результаты  работ [19,25].
2.1. Общая схема для ненилъпотентных многообразий
Зафиксируем обозначения д л я  некоторых множеств многообразий:
М  = М \ \ к \  | тг — транспозиция из S3};
Х \  =  {C S A P) CSAfB,  1ZZA4 \ р — простое число};
Х 2 =  {Ç^CZ^V  | G — минимальное неабелево многообразие
периодических групп};
Х% = {Ар^С |р — простое число};
J  =  J ı U  J 2 U X 3.
Д л я  любой пары многообразий M  E М  и <7 Е Х 3 положим
М %  =  Nil( M  V ДГ), М \  — А М %  и М \  =  M  V М \ .
Зафиксируем многообразие Л4 E М .  Ясно, что д л я  всякого X  Е Х 3 имеют 
место вклю чения
М  V X  С м \  V X  С М°х  V X  С М  V X,
и потому
М  V X  =  м \  V X  =  М°х  V X . (1)
Д л я  всякого многообразия X  E X  определим многообразия А', У, Z  и Z ! 
следующим образом:
X  — объединение всех собственных подмногообразий многообразия X ; 
если X  E X ı, то У = Q, Z  =  V  и Z* =  S C  V ZA4;
если X  Е Х 2, то У  =  А43, Z  =  СZ X i  и Z* = ZAA\
если X  Е Х 3, то У  =  Л 4^, Z  =  Л42^  и Z f =  Л 4^.
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В этих обозначениях многообразия из пп. Л )-4 3 ) индикаторного варианта 
теоремы 1 суть, с точностью до двойственности, многообразия вида X  У 
где X  Е X  (для X  Е Х 3 см. (1)).
Дальнейшие рассмотрения иллюстрирует рис. 2. Пусть X  Е X .  Отметим 
некоторвю взаимосвязи меж ду многообразиями X , X , 3^ 2  и 2 ' .  Ясно, что 
X  С X.  Более того, несложно проверяется, что эти вклю чения являю тся 
собственными (см. пп. 2.2-2.4). Д алее, ясно, что 2 '  С 2  С У. Эти вклю че­
ния такж е являю тся собственными (это очевидно д л я  X  Е Х \  и X 2 и будет 
доказано в п. 2.4 д л я  X  Е Хз) .  В дальнейшем решающую роль будет играть 
то обстоятельство, что X  У 2  Э 3^  (и потому X  У У — X  У 2 ) .  Это вклю че­
ние немедленно ввггекает из лемм 2 и 3 работв1 [4] д л я  X  Е Х \ ,  из леммв1 1 
работвт [2] д л я  X  Е X 2 и из (1) д л я  X  Е Х 3 .
X  V У — X  V 2
Рис. 2. Интервал [X У 2 *, X У У]
Если х  и у — элементв1 решетки Ь и х  ^  у, то через [ж, у\ обознача­
ется интервал в Ь с наименьшим элементом х  и наибольшим элементом у . 
Справедливо следующее
П р е д л о ж е н и е  2 .1 . Пусть X  Е X , а многообразия 4 Д Д  и 2 Г имеют  
указанный выше смысл . Тогда
0) X  У 2* С X  У 2  С X  У У;
1) Х У  2 '  покрывает X  У 2*;
2) X  У У покрывает X  У 2 Г;
3) интервал [X У 2 \  X  У У\ решетки Ь{Х  У 3^ ) конечен.
Предложение 2.1 доказвш ается в пп. 2.2, 2.3, 2.4 д л я  X  Е ЗД, X  Е X 2 и 
X  Е Х 3 соответственно. Здесь мв1 покажем, как из предложения 2.1 ввшо- 
дится, что многообразие X  У У  не является ни слабо но л у модулярным вверх,
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ни слабо по л у модулярным вниз. Легко проверить, что X  У 2 ! X  У У . Из 
этого ф акта  и утверж дения 1) предложения 2.1 вытекает, что
(х V е ') л (х у у) = х V г' и (х V г') д (х V Д  = Т  V г'.
Теперь утверж  дение 1) показывает, что X  V 2 ! покрывает (X  У 2 Г) А (X  У 2 ) .  
Но из утверж дения 0) предложения 2.1 и того легко проверяемого ф акта, 
что X  V У  С Х У  У, вытекает, что (X  V 2 !) У {X У 2 )  — X  У 2  — X  У У ^  
покрывает X  У 2 .  С другой стороны, в силу утверж дения 2) предложения
2.1, (X  У 2 Г) У (X  У Т) =  X  У У  покрывает X  У 2 \  но по утверждению 0) 
X  У У  не покрывает (X  У 2 !) А (X  У У) = X  У 2 !. Мы видим, что интервал 
[ХУ 2 \  X  У У] не является ни по л у модулярным вверх, ни по л у модулярным 
вниз. Хорошо известно, что конечная реш етка слабо полумодулярна вверх 
(вниз) тогда и только тогда, когда она полумодулярна вверх (соответствен­
но, вниз) — см., например, теорему 3.7 в [9]. В силу утверж дения 3) пред­
ложения 2.1 интервал [X У 2 У У] не является ни слабо по л у модулярным 
вверх, ни слабо по л у модулярным вниз. Учитывая, что слабая полумодуляр­
ность (как вверх, так и вниз) наследуется интервалами решетки, получаем, 
что многообразие Х У  У  такж е не является ни слабо по л у модулярным вверх, 
ни слабо по л у модулярным вниз.
2.2. Ненилъпотентные многообразия индекса 2
В этом пункте предложение 2.1 будет доказано в случае, когда X  Е Х \ .  
Д л я  того, чтобы читателю было легче следить за вы кладками, мы изобра­
зили на рис. 3 решетки подмногообразий всех многообразий X  Е Х \  и мно­
гообразия <2• Все эти решетки хорошо известны. Вид решетки Ь(СБЛр) вы­
текает, например, из результатов работы [26], а вид решеток Ь(СБЛбБ)  и 
1/(7777Б) — из описания решетки всех многообразий связок [27-29]. Решет­
ка  1/(772Л4) легко вы числяется непосредственно, а описание решетки Ь(Й ) 
легко вы текает из леммы 14 работы [4] (см. такж е лемму 2.3 ниже).
В частности, из рис. 3 видно, что
СвЛр = А Р У С 2 У 1 1 2 , СБЛГв =  СНВ У 1 1 2 ,
Н П В  = Н 2 У в С  и Н 2 М  = 1 1 2  У 2 М .
Многообразия X  У 2 \  X  У 2 \  Х У  2^ X  У У  и X  У У  д л я  всех X  Е Х \  указаны  
в таблице 1 (на с.30).
Пусть X  Е Х \ .  Утверждение 0) предложения 2.1 очевидно. Д окаж ем  
утверж дения 1)-3).
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СБЛбВ а
1111В Н Е М
Рис. 3. Решетки Ь(СБАР), Ь(СБЯВ) ,  Ь({2), Ц П П В )  и Ц П Е М )
У т в е р ж д е н и е  1). Положим
{ БС V 2Л 4, если X  =  СБАР;
Е М , если X  Е ТгТгН};
5 £ , если X  — Н Е М .
Таблица 1 показывает, что Х У  Е ! — 1ЛУХ и Х У  Е ! — 1ЛУХ д л я  всех X  Е Х \ .  
Ясно, что 1Л А X  =  Т . Поскольку Ы С Б С У Е М  и X  покрывает Т , остается 
сослаться на следующие два хорошо известных ф акта.
Л е м м а  2.1 [30]. Пусть Т  — многообразие полугрупп . Если Т  А БС  =  Т,  
то Е ( Х У Б С )  “  Т (^ )  х Т (5 £ ).
Л е м м а  2.2 [31]. Пусть Т  — многообразие полугрупп . Если Т  А 2Л 4 =  Т , 
т с  Е { Т  У 2 М ) ^  Т (^ )  х Т (2Л 4).
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X V  2 ' Х У  2 ' Х У  Е Х У  у Х У  у
Ар У СЕУ 
УПЕ У 
У Е М
СБАрУБСУ 
У Е М
Ар У С2У 
У Т У П 2
Ар УСЕУ  
УО-
СБАр У й
с в м в СПВУ 
УПЕ V Е М
СБМВ V Е М СПВ У ТУ  
УПЕ
с п в  у а с е м  в у а
п п в 712 У Б СУ 
У Е М
П П В У  Е М Т У П 2 0. а  у п п в
П Е М 712 У Б СУ 
У Е М
П Е М У  5 С Т У П 2 0. й У П Е М
Таблица 1. X  е Х \
У тв ер ж д ен и е  2 ). Здесь нам понадобятся три вспомогательных утвер­
ждения. Пусть У7 — многообразие полугрупп. Следуя [4], обозначим через У7 
наибольшее из многообразий Т , 2Л 4, V  и (2 , содержащееся в У7. Следующее 
утверждение вы текает из леммы 14 работы [4] и леммы 4 работы [32].
Л ем м а 2 .3 . Если многообразие полугрупп У7 удовлетворяет тождеству
ху  =  х п+1у (2)
для некоторого натурального п и У7 ^  772Л4, то У7 —  СЩУ7) V У7.
Из доказательства леммы 15 работы [4] вытекает
Л ем м а 2 .4 . Если многообразия полугрупп Уд и Уд удовлетворяют тожде­
ству  (2) для некоторого п, то СЩУд V Уд) =  СЩУд) V СВ(Уд).
Л ем м а 2 .5 . Если  У7 — многообразие полугрупп, У7 С Ог \ f7ZZA4 и Т  
то У7 С 772Л4 V
Д ок азател ь ств о . Ясно, что многообразие 0,У772Л4 удовлетворяет тож де­
ству ху  — х 2 у. В силу леммы 7 работы [4] У7 С 5Х. Из утверждения, двой­
ственного к лемме 4.1 работы [5], вы текает теперь, что У7 С БУ772Л4. В [33] 
показано, что реш етка С(5Х) дистрибутивна. Поскольку Б V 772Л4 С 5Х, 
имеем
У7 = (в у  тг г м )  л У7 = (в л У7) у  (тг2Л4 л У7) с  (б л У7) V т г г л с
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Д алее, используя лемму 2.4, имеем
В А Т  =  СК(В А Т )  С СК (Т)  С С К (е  V 72.2Л4) =
=  С К (е )  V С Щ П 2 М )  = (71 2  У 5 £ )  V 112 = 1 1 2  У 5 £ .
Следовательно, Т  С (72.2 V 5 £ )  V 72.2Л4 =  72.2Л4 V Б С.
Таблица 1 показывает, что X  У 2 ! =  Б С У  X  У 2 } Л  д л я  всех X  Е Д .  
Пусть Т  Е [БС У X  У 2Л 4, 0,У X]. Предположим сначала, что X  — одно 
из многообразий СБЛр, СБЫВ  и 72/72В. По лемме 2.3, Т  — С К (^ )  V Т , а по 
лемме 2.4,
сщт) с ск(е  у х ) -  ск(е) у х  = п г у  б с у  х.
Если X  = СБЛр , то 72.2 У Б С У Х  — СБЛР У Б С и С К (^ ) С СБЛр У Б С. Если 
же X  — одно из многообразий СБЫВ  или 72/72В, то 72.2  У Б С У  X  — X  и 
С К (^ ) С X . В обоих случаях противоположное включение очевидно. Таким 
образом, С К (^ ) =  СБЛр У Б С , если X  =  СБЛр, и С К (^ ) =  Т , если Т  — одно
из многообразий СБЫ В  и 72/72В. Ясно, что 2Л 4 С Т .  Если Т  — 2Л 4, то 
Т  — Б С У Х У  2Л 4 при Т  = СБЛр и Т  — X  У 2  ЭЛ — Б С У X  У 2ЭЛ в случае, 
когда X  — одно из многообразий СБЫВ  и 72/72В. Мы видим, что в любом 
случае Т  — Б С У  X  У 2  ЭЛ, Предположим теперь, что Т  ф 2ЭЛ^ и потому 
Т Э Т ,  Тогда
й У Х Э Т Э Т У Б С У Х = Т У Х = 0 , У Х
при X  — СБЛр и
0 , у  Х Э Т Э Т У  X  = 0 , у  X
в случае, когда X  — одно из многообразий СБЫВ  и 72/72В, Таким образом, 
в любом случае Т  — 0,У X .
Пусть, наконец, X  =  Т 2 Э Л ,  Поскольку 2  ЭЛ С 72.2Л4, мы получаем, что 
Т  Е [72.2Л4 V Б С , 2  V 72.2Л4]. Если Т  Э V^ то
е V тг2Л4 = т> V тг2Л4 с т7 с а у  п г м ,
т.е. Т  — О, У 72.2ЭЛ\ если же Т  ф V , то Т  — 72.2 ЭЛ У Б С в силу леммы 2.5.
У тв ер ж д ен и е  3 ). Предположим сначала, что X  — одно из многообра­
зий СБЛр, СБЫВ  и 72/72В, Пусть Т  С О, У X . По лемме 2.3, Т  — С К (^ )  V Т,  
а по лемме 2.4,
С Щ Т )  С СВ(Й V Т ) =  71 2  У БС У  X,
Это означает, что СК(/Т7) С Б С У X  при X  =  СБЛр и СК(/Т7) С X  в случае, 
когда X  — одно из многообразий СБЫВ  и 72/72В, Поскольку реш етка Ь(Х)
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конечна, лемма 2.1 показывает, что и реш етка L(CR(y7)) конечна. Учиты­
вая, что Т  Е {Т, Z M , T ,  Q}, MBi получаем, что Т  принадлежит конечному 
множеству многообразий, и потому реш етка L(Q  V X)  конечна.
Пусть теперь X  =  7ZZA4  и У7 С Q V T lZ A i .  Предположим, что Т  ф 7ZZA4.  
Как и вътттте, из лемм 2.3 и 2.4 ввггекает, что Уг =  СК(Уг) \/У г и
C R ^ )  С CR(Q V 1 ZZM )  =  C R (fi) V C R (T ^ A l)  =
= (т гг  v s c )  v т г г  =  т г г  v s c .
Поскольку реш етка L { l Z Z y S С) конечна и  Т  Е {Т, Z A 4 , T ,  Q}, m b i  в и д и м , ч т о  
д л я  Т  есть только конечное число возможностей. Пусть теперь Т  D 7ZZA4.  
Если Т  D V , то
Q V 1 Z Z M  D F D V y  1 Z Z M  =  Q V 7г2Л4,
т.е. Т  — Q V TZZXi.  Если же Т  ф Т7, то Т  С 7£2Л4 V в силу леммв1 2.5, 
а значит, Т  — одно из многообразий 7ZZA4 и 7£2Л4 V S C  в силу леммв1 2.1. 
Таким образом, многообразие Q V 7ZZA4 имеет только конечное число под­
многообразий, не содержащих 7ZZA4,  и только три подмногообразия, содер­
жащих 7ZZA4.  M bi  видим, что реш етка L(Q  V TZZA4) конечна.
2.3. Иенильпошеншные многообразия индекса 3
В этом пункте будет доказано предложение 2.1 при X  Е Хорошо 
известно, что C Z  — Т  и ?  =  S C  V ZA4  (см., например, рис. 3). Зафиксируем 
минимальное неабелево многообразие периодических групп Q. Ясно, что Q ф 
£7, поскольку в противном случае Q было бы абелевым. В частности, отсюда 
вытекает, что Q покрывает Q. Далее, Q ф Т , поскольку в противном случае 
0  =  А р д л я  некоторого р, т.е. 0  абелево. Итак, 0  =  А п д л я  некоторого п > 1.
Многообразия X  V 2 ',  X  V 2 ',  Х У  2 ,  <1 V ^  и Д" V ^  д л я  всех 4  Е 
указаны  в таблице 2. Хорошо известно и легко проверяется, что решетки 
L{CZ У А4з) и Е(Л4з V Т7) имеют вид, изображенный на рис. 4.
X X V  Z ' X V  Z ' X V  Z x v y x v y
G Л п V Z M Q V Z M An V C Z M А п V М з Q V М 3
C Z Z M C Z  V Z M C Z M М з L Z  V М з
т S C  V Z M Т C Z M V S C М 3 V SC M 3 W
Таблица 2. X  Е Х 2
Сравнение таблицы 2 с рис. 4 показывает, что предложение 2.1 справед­
ливо в случае, когда X  — одно из многообразий C Z  и 7Т (Впрочем, тот
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М з  V V  -  С 2 М  У Т
£ 2
т
£ 2  У М з  =  С 2 М  У £ 2
М  з
в £
V М  з
Г
Рис. 4. Решетки Ь ( £ 2  V А4з) и Т(А4з V Р )
факт, что многообразия £ 2  У М з  и М з  У V  не являю тся слабо полумоду- 
лярными ни вверх, ни вниз, непосредственно вв1текает из рис. 4.) Очевидно 
такж е, что утверждение 0) предложения 2.1 ввшолнено при X  — 0. Д окаж ем  
утверж дения 1)-3) этого предложения при X  — 0.
У тв ер ж д ен и е  1). Согласно таблице 2, нужно доказать, что 0 У 2 М  
покрв1вает Л п У 2 М .  Так как 0  покрв1вает Л п , это следует из леммв1 2.2.
У тв ер ж д ен и е  2 ). Нам понадобятся две леммвк П ервая из них хорошо 
известна.
Л ем м а 2 .6 . Если многообразие полугрупп Т  не содержит неодноэлемент­
ных связок, то Т  — С гг^ ) V № 1(^).
Л ем м а 2.7  (см., лемму 2 в [34]). Если Т  — комбинаторное многообразие 
полугрупп, а % — многообразие периодических групп, то GY{T У И)  =  %.
Как видно из таблицы 2, мв1 должнв1 проверить, что 0 У М з  покришает 
0 У 2 М .  Возьмем многообразие Т  такое, что 0 У 2 М  С Т  С 0 У Л43. В силу 
леммвт 2.6 Т  — С гг^) V № 1(^). Используя лемму 2.7, мвт получаем, что
т.е. Сг(^г) =  0 . Д алее, ясно, что 2 М  С № 1(^). Если № 1(^) =  2 М , то 
Т  — 0 У 2 М .  В противном случае № 1(^) Э С 2 М  и
0 С С г { Г ) С С г { 0 У М з )  = 0 ,
0 У М 3 2 Т Э 0 У  С 2 М  =  0 У М 3,
т.е. Т  — 0 У Мз .
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У т в е р ж д е н и е  3 ). Пусть Т  С 0  V Л43. По лемме 2.6 Т  — Сг(Уг) V РЯЦУ7), 
и в силу леммы 2.7 Сй^У7) С Сг(£7 V Л4з) =  0.  Ясно, что 0  V Л4з удовлетворя­
ет тож дествам х ^ хуг — х у г  и х 5+2 =  ж2, где з — экспонента многообразия
0 . В силу леммы 1 работы [35] всякая нильполугруппа, удовлетворяющая 
тождеству вида Х\Х2 - - - х п — и, где и — слово длины > гг, удовлетворяет 
такж е тождеству Х\Х2 • • • х п =  0 . Кроме того, очевидно, что в любой ниль- 
полугруппе тождество вида х т — х 5\  где г < 5, влечет тождество х т — 0 . 
Следовательно, ИИ (У7) С №1(£7 V Л4з) С Л4з. Реш етка Ь { М  з) конечна (см., 
например, рис. 4). Реш етка Ь{ 0 ) такж е конечна, поскольку реш етка Ь{Лп) 
конечна и |С(£7)| =  |Ь (*<4^ )1 +  1. Значит, и реш етка Ь{0  V Л4з) конечна.
2 .4 - Ненилъпотентные многообразия индекса > 3
В этом пункте мы докаж ем  предложение 2.1 в случае, когда X  Е Х 3 . 
Зафиксируем многообразие Л4 Е М .  Мы можем считать, что У  =
2  — Л42^  и 2 ! — Хорошо известно, что Л р =  Т  и С =  С ^ \ / 5 £  (см.,
например, [20]). Из очевидных включений Сш С С и Сш С вытекает, что
СШС М ША №1(С У М ) =  М ш А М°с = М 1С.
Итак,
сш с м£. (з)
Многообразия X  У 2 \  X  V 2 ',  X  V 2 ,  X  У У ж X  У У  д л я  всех X  Е Х 3 
указаны  в таблице 3.
X Х У  2 ' Х У  2 ' Х У  2 Х У  у Х У  у
Ар М А„ л р у м \ е М А„ л р у м °Лг1
С М 1с У 5 £ С У М 1с М 2СУ Б С М°с У Б С С У М°с
Таблица 3. X Е
Приступим к непосредственной проверке предложения 2.1 при X  Е Х$. 
У т в е р ж д е н и е  0 ). Прежде всего, проверим, что X  У 2  С X  У У. В силу 
таблицы 3 и леммы 2.1 достаточно показать, что М 2^  с м % .
Поскольку Л4 Е М , в Л4 выполнено одно из тождеств
х 2у =  х у 2, х 2у — у 2 х, х у 2 — у х 2, х у х  — у х у .
Обозначим это тождество через и =  и. Очевидно, тождество и = 0 не выпол­
нено в Л4. Поскольку С тождество и — и выполнено в Сле­
довательно, многообразие М 2^  — Л4 У удовлетворяет тождеству и — и,
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но не удовлетворяет тождеству и =  0 . Кроме того, и =  у не ввшолнено в X , 
поскольку X  Е Х 3 . В силу (1)
№ 1(Л Д  У Х )  = №1(Л< V X )  =  М°х .
Остается сослаться на следующую лемму, обобщающую одновременно лем- 
МБ1 1 и 8 работв1 [2].
Л ем м а 2 .8 . Пусть N  — многообразие нильполугрупп, удовлетворяющее 
тождеству и =  у, но не тождеству и = 0, а Т  — многообразие полугрупп, 
не удовлетворяющее тождеству и — и. Тогда N  С №1(А^ V Т ) .
Д ок азател ь ств о . Пусть А  (соответственно В)  — свободная полугруппа 
счетного ранга в многообразии N  (соответственно Т ) ,  а В  — фактор- 
полугруппа Риса полугруппы А  х В  по ее идеалу {0} х В . Ясно, что 
В  Е №1(А^ V Т ) .  Существуют гомоморфизмы а: К — > А  и /3: К — > В  
такие, что а (^ ) ф 0 и (3{и) ф (3{у). Ясно, что а  (г;) ф 0 . Определим гомомор­
физм д: ¥  — > А х  В  правилом: д('ш) =  (сД-ш), (3{и))) д л я  всех и) Е К. Тогда 
д(и) ф д(?;) и д(м), 'У{и) ^ {0} х В . Следовательно, тождество и — у не вы­
полнено в В.  Поскольку N  удовлетворяет этому тождеству, мы получаем, 
что N  С №1(.У V ¥ ) .
Проверим теперь, что X  У 2 ! С X  V 2 .  В силу таблицы 3 и леммы 2.1 
достаточно заметить, что А4д, С В самом деле, если =  Л4Д. =
М  V то м  с  м 1х  с  но не содержит ни одного многообразия
из множества М .
У тв ер ж д ен и е  1). Согласно таблице 3, мы долж ны  проверить, что 
А р V покрывает Л 4 ^ и  С У покрывает М 1С У В первом случае
достаточно принять во внимание, что С и в  силу предложения 2а)
работы [34] Ь ( А р У Л4^)  =  Т ( А р) х Ь{ААШ). Во втором случае достаточно 
сослаться на то, что У 5 £  =  У (Сш V 5 £ )  (в силу (3)), С покрывает
V 5 £ , Мф  С Л4ш и реш етка Ь(С У М ш) вклады вается в Ь(С) х ТДА'К) (в 
силу леммы 3 работы [3]).
У тв ер ж д ен и е  2 ). Таблица 3 показывает, что мы долж ны  проверить, 
что V X  покрывает ААХ У X ,  Напомним, что А 4 ^  У X  = Л4 У X  в силу 
(1). Пусть Т  Е \ М х  У Т , А4 У X]. Рассмотрим многообразие № 1(^). Если 
№ 1(^) С то
м \  с  т ( р )  с  т ( м  у х )  л =  м ° х  л
т.е. К И ( П р е д п о л о ж и м  теперь, что № 1(^) В силу леммы 7
работы [2] отсюда вытекает, что №1(^ )  Э Л4/ д л я  некоторого многообразия
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АЛ' E М .  Следовательно, АЛУ X  D У7 D Nil (У7) D АЛ'. Рутинные вычисления 
показывают, что если Уд, У^ E М  и Уд V X  D У^, то Уд =  Уд. Следовательно, 
АЛ =  АЛ'. Мы показали, что Nil (У7) D АЛ V АЛ1^  — АЛ2^.  Следовательно, либо 
Ni^y7) =  либо N i^y7) D АЛ2^ . Если N i^y7) D Л 4^, то используя равен­
ство (1), имеем
M V  X  D F D  М \  V X  = M V X ,
т.е. У7 =  АЛУ X.  Осталось проверить, что если N i^y7) =  ЛЛдд то У7 =  А Л ^ У Х .
Итак, пусть Nil (У7) =  Предположим сначала, что X  — Ар. В силу
леммы 2.6 У7 =  Gr(y7) V Nil (У7). Используя лемму 2.7, мы получаем, что
Ар С Gr(y7) С G r(Ар У М) = Ар,
т.е. Gr(y7) =  Ар. Следовательно, У7 =  V •
Остается рассмотреть случай, когда X  =  С. Здесь нам нужны две леммы. 
П ервая из них следует из результатов работы [36] и доказательства предло­
ж ения 1 из [2].
Л е м м а  2 .9 . Если периодическое многообразие полугрупп  У7 удовлетворяет 
квазитогнсдеству e2 =  е — У ех =  хе и все моноиды в Т  коммутативны, 
то У7 =  Gг(У7) V Nil1 (У7) V МЦУ7).
Ясно, что многообразие С У Л4 является периодическим. В дальнейшем 
мы будем использовать этот ф акт без специальных ссылок.
Л е м м а  2 .1 0 . Если Af  — нильпотентное многообразие, то N il^CV.V) =  С.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Ясно, что многообразие С У N  перестановочно и удовле­
творяет тождеству х 2 уп =  х 3 уп, где п — индекс нильпотентности многообра­
зия Af. Следовательно, всякий моноид из С У Af  леж ит в С и, в частности, 
Nil1 (С V Л/") С С. Обратное включение вы текает из того хорошо известно­
го ф акта, что С = var С 1, где С — двухэлементная полугруппа с нулевым 
умножением (см., например, [20]).
Завершим проверку утверж дения 2) предлож ения 2.1 при X  = С. Так 
как С коммутативно, АЛ нильпотентно, а У7 С СУ АЛ ^  получаем, что много­
образие У7 удовлетворяет условию леммы 2.9. Из этой леммы и того ф акта, 
что Gr(y7) С Gr(C V M )  =  Т , следует, что У7 =  Nil1 (У7) V N i^y7). В силу 
леммы 2.10
С С Nil1 (У7) ç  Nil1^  V АЛ) =  С, 
т.е. Nil1 (У7) =  С. Следовательно, Т  — СУ АЛ1С.
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У тв ер ж д ен и е  3 ). Предположим сначала, что X  —  А р. Ясно, что много­
образие Ар V Л4 перестановочно и А р V Л4 ^  . В силу леммы [37] отсюда
вытекает, что реш етка L ( A pVА4) конечна (это легко вв1текает такж е из лемм 
2.6 и 2.7 и того легко проверяемого ф акта, что многообразие №1(д1р V А4) 
нильпотентно).
Пусть X  =  С. В силу (1) С V А4° =  С V АП Пусть T  Е [A4^V5£, CVA4]. 
Согласно лемме 2.9, Т  — Nil1 (2?^ ) V № 1(^). Из леммв1 2.10 получаем, что
S  С С Nil1^ )  С Nil1 (С V М )  =  С.
Многообразие порождается двухэлементной полурешеткой, которую 
можно рассматривать как одноэлементную (ниль)полугруппу с внешне при­
соединенной единицей. К ак уже отмечалось ввпне, С = var С 1, где С — двух­
элементная полугруппа с нулевв1м умножением. Следовательно, Nil1^ )  — 
одно из многообразий С или S  С. Остается проверить, что № 1(^) такж е при­
надлеж ит конечному множеству многообразий. Используя (3), имеем
Си; Ç М \  С N il(^ ) С Nil(C V М )  =  М °с .
Следовательно, достаточно установить, что интервал [С^ , А4°] конечен. То­
ж дества многообразий С и АЛ показвшают, что А4° =  Nil (С V А4) удовле­
творяет тождеству х 3 = 0 , всем тождествам вида и = 0 , где и — сло­
во длинб1 4, зависящее от 3 переменнв1х, и всем пере с танов ohhbim тож де­
ствам ддинът 4. Отсюда легко вв1текает, что многообразие из интервала 
К ,  М°с] может бвггь задано внутри А4° только тождествами вида, и =  0 , 
где и Е { х 2, х 2 у , х у 2, х у х }, тождествами вида, и = v, где и ж v — слова длины 
3, зависящие от 2 букв, и пере с танов ohhbimh тождествами длинв1 ^  3. Ясно, 
что таким образом можно задать только конечное число подмногообразий.
Предложение 2.1 полностью доказано. Как показано в конце п. 2.1, отсю­
да следует, что многообразия, указанные в пп. J 1)—J3) теоремв1 1, не явл я­
ются ни слабо но лу моду л ярньтми вверх, ни слабо но л у моду л ярньтми вниз.
2.5. Иильпошеншные многообразия
В данном пункте будет показано, что многообразия, заданные система­
ми тождеств v a r ( j l) -v a r ( j22), не являю тся слабо полум одуляривти  вверх, 
а многообразия, заданные системами тождеств v a r( j l) -v a r ( j6) и v a r( j8)-  
v a r( j22), не являю тся и слабо но л у моду л ярньтми вниз.
В рамках данного пункта под словом «полугруппа» удобно понимать по- 
лугруппу с сигнатурным нулем. Тем не менее, все полученные ниже резуль­
таты справедливы и д л я  обычных полу групповых многообразий, поскольку, 
как показано в [38], реш етка многообразий нильполугрупп с сигнатурным
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нулем изоморфна решетке многообразий полугрупп в обычной полугруппо- 
вой сигнатуре.
Воспроизведем необходимв1е д л я  дальнейшего результатв1 работ [19] и
[25]. Д л я  этого нам понадобится ряд  определений и обозначений.
Пусть А  — непустое множество, G — группа, a р  — гомоморфизм из 
G в группу всех перестановок множества А . Д л я  всякого д Е G определим 
унарную операцию д* на А  правилом д* (а) = (Ж # Ж а) Для всякого а Е А. 
У нарная алгебра с носителем А  и множеством операций {д* \ д Е G} назвша- 
ется G- множеств ом. G-множество А  назвш ается транзитивным , если д ля  
любой napni элементов a, b Е А  существует д Е G такой, что д* (а) =  6. Тран­
зитивное G-подмножество G-множества А  назвш ается орбитой в А . Д ля  
произвольного элемента а из G-множества А  положим
Stab д (а) =  {д Е G \ д*(а) =  а}.
Ясно, что S tabд(а) — подгруппа в G. К ак обвито, m b i  обозначаем через 
Соп(Я) и Sub(G) решетку конгруэнций на Я и решетку подгрупп rpynnni G 
соответственно.
Многообразие полугрупп V назвш ается однородным, если из ввшолнимо- 
сти в V тож дества и = и> где и и v — слова разной длины, ввггекает, что 
и = 0 в V.
Обозначим через F  абсолютно свободную полугруппу счетного ранга над 
алфавитом  {яд, #2> • • • > • • • }• Если и Е F  \  {0}, то через 1(и) обозначается
длина слова и, а через с (и) — множество всех букв, входящих в запись и . 
Пусть V — однородное многообразие, а п и т  — натуральнв1е числа такие, 
что т  ^  п. Положим
Fn,m{V) =  Ж  £ F \ l { u )  =  тг, с(гг) =  {яд ,.. . , х т} и и ф 0 в V}.
Д алее, пусть И Д Ж Ж  — фиксированное подмножество в Fn m^ (V) такое, что 
дл я  всякого слова и Е Fn m^ (V) существует, и притом только одно, слово 
и* Е ИД,т (Е) со свойством и — и* в V. Положим, наконец,
< ,™ (V ) =  W„)jn(V )u { 0 } .
Д л я всякого слова и Е Fn m^ (V) и всякой перестановки а Е S m обозначим че­
рез иа  образ и относительно автоморфизма иолу группы F , индуцированного 
а (т.е. автоморфизма, продолжающего отображение х % \— у х г(Т\ m b i полагаем 
здесь, что icг =  i при i > га). Ясно, что иа Е Fnjm(V), и потому m b i можем 
рассмотреть слово (ист)*. Д л я  всякой перестановки а Е S m положим
а* (и) = (иа)* д л я  всякого и Е И Д Ж Ж  и сг*(0) =  0.
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Легко проверяется, что если многообразие V однородно, то множество 
И/п ГП(У) с набором унарнв1х операций {сг* | а Е Sm} является S ^ -множеством 
(см. лемму 1.1 в [25]). Отметим, что если W n r^n{V) ф 0 , то W n r^n{V) 
— S ^ -подмножество в Д л я  краткости m b i будем назв1вать Sm-
множества вида ИД^ДЕ) (соответственно, В ^^Д Е )) трансверсалями (0- 
трансверсалями)  многообразия V. Следующее утверждение является, как 
m b i  увидим, п р о сти т  следствием основного результата работв1 [25].
П р е д л о ж е н и е  2 .2 . Пусть V — однородное многообразие полугрупп, а т и 
п — натуральные числа такие, что т  ^  п. Если  ИД^^фЕ) ф 0 , то решетка  
L(V) содержит интервал, антииизоморфный решетке  Соп(ИД)Ш(Е)).
Д о к а з а т е л ь с т в о . Д л я  краткости положим W  =  ИД)Ш(Е) и W 0 =  ^ ° m(V). 
По условию W  ф 0 . Легко понять, что в этом случае реш етка Соп(ТЕ) 
изоморфна некоторому интервалу решетки Соп(И/0 ) (а именно, интервалу 
[е, pw]i ВДе £ — отношение равенства, а pw  — конгруэнция, классами кото­
рой являю тся W  и {0}). Остается учесть, что в силу теоремы 1.3 работы [25] 
реш етка подмногообразий произвольного однородного многообразия V со­
держ ит интервал, антиизоморфный решетке Соп(И/0 ).
Нам будут нужны некоторые свойства решеток конгруэнций G - m h o - 
жеств. Следующая лемма хорошо известна.
Л е м м а  2.11 (см., например, лемму 4.20 в [39]). Если А  — транзитивное  
G-множество, то решетка  Соп(Л) изоморфна интервалу  [S ta b ^ a ) , G] ре­
шетки  Snb(G), где а — произвольный элемент из А .
Л е м м а  2.12 (см. [19], предложения 1.3 и 2.1). Если G -множество А  со­
держит две изоморфные неодноэлементные орбиты, то решетка  Соп(Л) 
не является ни слабо полу модулярной вверх, ни слабо полу модулярной вниз .
Л е м м а  2.13 (см. [19], следствие 2.4). Если G -множество А  содержит бо­
лее 3 орбит, то решетка  Соп(Л) не является слабо полу модулярной вниз .
Д окаж ем  теперь, что многообразия, заданные системами тождеств ( j l ) -  
( j 22) (соответственно ( j l ) - ( jö )  и (J8) - ( J 22)) не являю тся слабо полумоду- 
лярными вверх (вниз).
Символом =  мы обозначаем отношение равенства в F.  Если u ,v  Е F,  
мы будем писать и <\ д  если v = а£(и)Ь д л я  некоторого эндоморфизма £ 
полугруппы F  и некоторых а, 6 Е F 1, где через F 1 обозначена полугруппа 
F  с внешне присоединенной единицей (пустым словом). В следующей лемме
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собраны два технических замечания о тож дествах нильпотентнв1х много­
образий полугрупп. Первое из этих замечаний очевидно. Второе замечание, 
безусловно, хорошо известно; в явном виде оно, по-видимому впервв1е, до­
казано в [40] (см. там лемму 1.3).
Л е м м а  2 .14 . Пусть N  — нилъпотентное многообразие полугрупп .
а) Если N  удовлетворяет тождеству и =  и такому, что с(и) ф с{у), 
то N  удовлетворяет также тождеству и — 0 .
б) Если N  удовлетворяет тождеству и — и такому , что 1{и) < 1{у) и 
и <\ у, то N  удовлетворяет также тождеству и — 0 .
Несложнв1е рутинниш въгтисления, основаннв1е на этой лемме, показин 
вают, что к аж д ая  из систем тождеств 1)—(  ^22) задает однородное много­
образие. Пусть £  — одна из систем тождеств 1)—(^22) и V =  уаг£ . В силу 
предлож ения 2.2 достаточно указать такие числа п и т ,  что ф 0
и реш етка конгруэнций трансверсали не является слабо иолумоду-
лярной вниз, а если £  — одна из систем тождеств (^ *1)-(^ 6) и (^8)-(^ 22), то 
и слабо полумодулярной вверх.
Рассмотрим прежде всего систему (.7*11). Положим ТК =  И ^^уаг^*  11)). 
Из того, что V не удовлетворяет тождеству хуг1 — 0, БВ1текает, что 
ТК ф 0 . Ясно, что трансверсаль ТК транзитивна. Можно считать, что 
Е ИЛ В силу леммв1 2.11 реш етка Соп(ТК) изоморфна интервалу 
84] решетки ЗиЬ(84). Очевидно, что единственное пере­
становочное тождество д л и н б 1 4, ввшолненное в многообразии у а г^ П ) , — 
это тождество х у г 1 — у х г 1 . Следовательно, — £г{(12)}. Ин­
тервал ^ г { (12)}, 84] изображен на рис. 5. Мв1 использовали на этом рисунке 
следующие обозначения:
V 4 — четверная группа Клейна;
31аЬ4(г) =  {а Е 84 | га = г}, где 1 ^  г ^  4;
Д  =  £г{(г'Л ), ВДе 1 ^  г < ;  ^  4.
Кроме того, через V обозначается объединение в решетке подгрупп. Из рис. 5 
видно, что реш етка Соп(ТК) =  [Т12, 84] не является ни слабо полумоду­
лярной вверх, ни слабо полумодулярной вниз. К ак отмечено в предыдущем 
абзаце, отсюда въггекает, что и многообразие, заданное системой тождеств 
(.7*11), не является ни слабо по л у модулярным вверх, ни слабо полумодуляр- 
ным вниз. Абсолютно аналогично проверяется, что многообразия, задаинъю 
системами тождеств (у1 2 ) - ( у 1 б) такж е не являю тся ни слабо полумодуляр- 
ными вверх, ни слабо полумодулярнътми вниз.
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Рис. 5. Интервал [Т1 2 , Б4]
Остается рассмотреть системы тождеств 1)—(  ^10) и (^17)-(^22). При
этом мы можем не рассматривать системы (^2), (^б) и (.7*10), поскольку они 
двойственны к системам (.7*1), (.7*5) и (^ *8) соответственно. В таблице 4 д ля  
каж дой из оставшихся систем £  указана трансверсаль ТИ^^ДуатЕ) д л я  не­
которой пары чисел (гг ,т ) . Точки с запятой разделяю т орбиты этих транс- 
версалей. Мы опускаем соответствующие вы кладки ввиду их рутинности.
Е п то ЛУДуаг Е)
О'1) 3 2 х у 2 , у х 2 ; х у х , у х у
0*3), 0*5), 0*8) 3 2 х 2 у , у 2 х ; х у 2 , у х 2
0*4), 0*9) 3 2 х 2 у , у 2 х ; х у х , у х у
(Л ) 3 2 х 2 у ; х у 2;хух
0*17) 4 3 х у х г , ухуг ,  г х г у ; у х г х , хугу ,  х г у г
0*18), 0*20) 4 3 х у х г , х г х у , у х у г ; х у г х , у х г у , г х у г
019) 4 3 х у х г , хгх у ,  у г у х ; хугх ,  у х г у ,
0'21) 4 3 х 2 уг, у 2 х г , £2#г/; ху хг ,  х г х у , г/£г/л?
0'22) 5 3 о 3 3 9 9  9 9  9 9х°уг ,  у ° х г , х^у^г ,  х^г^у, у^г^х
Таблица 4. Трансверсали почти модулярных многообразий нилвполугрупп
Из таблицы 4 видно, что все указанные в ней трансверсали, за исклю­
чением И/з)2(уат(^7)), содержат две неодноэлементные изоморфные орбиты. 
Из леммы 2.12 и предлож ения 2.2 вы текает теперь, что многообразия, за­
данные системами тождеств (^1)-(^б), (^8)-(^ 10) и 17)— 22), не являю тся 
ни слабо по л у модулярными вверх, ни слабо по л у модулярными вниз.
Импликация а) — > д) теоремы 3 доказана.
Наконец, из таблицы 4 видно, что трансверсаль И/з)2(уаг(^*7)) содержит 
три орбиты, и потому 0-трансверсаль ТТд 2(уат(^7)) содержит четыре орбиты
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(три орбиты трансверсали И 3 2(var(J7)) и {0}). Из леммы 2.13 и предло­
ж ения 2.2 вытекает, что многообразие var(j7) не является слабо полумоду- 
лярнв1м вверх. Таким образом, доказано, что слабо по л у модулярное вверх 
многообразие удовлетворяет всем условиям индикаторного варианта теоре- 
мв1 1. В частности, m b i  доказатели необходимость в индикаторном варианте 
этой теоремвк
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